PARIMI | INDUKSIONIT MATEMATIK

Induksioni matematik si metodé vértetimi né njéritecatematike té
caktuar lidhet ngushtésisht me konceptin e numatynor, i cili éshté né
themel té ¢cdo teorie matematike. Kjo metodé vémiegpiérdoret kur kérkohet
té vértetohen pohime té trajtés[INy,, P(n) dhe mbéshtetet ngarimin e
induksionit matematigé ka formulimin e méposhtém:

Le té jeté Bn) njé predikat mbi bashkésinBl,={ nZN | n>m}, ku
m éshté njé numér natyror i fiksuar, i ¢cfarédoshéfpérgjithésishtm éshté
1). Né qofté se éshté i vérteté pohimi

P(m)OOKONm, P(k)=P(k+1)],
atéheré éshté i vérteté edhe pohiomON,, P(n).

Né fakt pohimi i mésipérm éshté ngksiomé por pérdoret termi
parim pér arsye historike.

Le té ndalemi pak né kuptimin intuitiv t& parimié induksionit
matematik. Té thuash gé& pohimP(m)JUKONy,, P(K\=P(k+1)] éshté i
vérteté do té thoté para sé gjithash gé numri aatgrka vetinéP, pastaj qé
edhe numri natyrok+1 ka vetinéP, kur até veti e gézon numri natydae m.
Né kéto kushte, aksioma pohon qé ¢do numér natyean ka vetinéP.
Intuitivisht situata duket mjaft e qarté: numri yrar m ka vetinéP, prandaj
edhe pasuesi i tin+1 ka vetinéP, pastaj pasuesi i pasuesit ténij2 ka
vetiné P, e késhtu me radhé. Eshté pikérisht kjo "késhtuanbé" gé éshté
formalizuar nga parimi i induksionit.

Formalisht njé vértetim qé pérdor parimin e indokéi paragitet né
kété ményré:

FormulaF(n) e cila varet nga numri natyraréshté i vérteté pér cdo
nuMEr natyror nése
|.LEshté e vérteté pé=1 d.m.th. éshté i vértefg(1) .

[l. Supozohet vértetésia pér n=k, pra F(k)
[ll. Vértetohet vértetésia e piohimit pér n=k+1abi(k+1).

Shembull 1. Té vértetohet sshuma en numrave té paré natyroré tek
éshtén?.

Vértetim.Numrat e paré natyroré tek jané 1, 3, 5, .n;1 pérn=1,
2, 3, ... Késhtu gé shumare numrave té paré natyroré tek ka pamjen
1+3+5+...+(2-1). Prandaj kérkohet té vértetohet me fjalé téatmohimi

On>1, 1+3+5+...+(2 -1F 7.

E vértetojmé até sipas parimit t& induksionit, kadikati P(n) éshté

barazimil+3+5+...+(2 -1 °.



Pér n=1, duket menjéheré Ig€l) éshté i vérteté:

121 (hapi bazé)

Pranojmé tani qé pé&>1, P(k) éshté i vérteté, ndryshe éshté i
vérteté barazimil+3+5+...+(X -1F k*. Té vértetojmé qé prej kéndej del i
vérteté edheéP(k+1), d. m. th. baraziml+3+5+...+(2k + 1)-1F k+ D).

Me té vérteté, kemi

1+3+5+...+(2(k+1)-1)=1+3+5+...+K +1)=

=1+3+5+...+(2k-1)+(2k+1¥ k> + (R+ IF K+ 1I)

Kjo tregon géP(k) = P(k+1)(hapi i induksionit).
Sipas parimit t& induksionit kenf?(n) = r*pér ¢cdon> 1

Shembull 2. Té vértetohet barazimi:

_n(n+1)é2n+ i)} OnONL. @

12422+32+...+n2

Ky barazim éshté njé prediki) mbi N;. E vértetojmé até sipas
parimit té induksionit matematik.
Hapi I. P(1) éshté i vérteté, sepse:
12_1[2[((23[ 1+ ) o 1=1
Hapi Il. E zémé s@(k) éshté i vérteté, d.m.th. &shté i vérteté barazimi
12422432+, 2= Kk +1)é2k 1) :
Mbasi i shtojmé té dy anéve té #+1)2, marrim:

12+22+32+...+k2+(k+1)2—k(k i 1)6(2k 1) +(k+1)2.

Shndérrojmé anén e djathté té kétij barazimi né kétnyré:
k(k +1)(2k +1) (ke 1)e= k+1 (224 Tk 6)= (k+D(k+2)(2k+3) .
6 6 6
Pér rrjedhojé:

12422432+, H+1)%=

(k+D[(k+1)+1][2(k+1)+ 1]

6 )
gjé gé tregon sB(k+1) éshté njé pohim i vérteté. Ky arsyetim éshtérteté
pér cdo k=1, prandaj, sipas parimit té induksionit, pohinai) (éshté i
vértete.

Shembuj:

Me induksion matematikor tregoni se jané té vértetaulat
1 1 1 n

1—+—+..+

13 35 T (h-1@d+ 1) A+



Zgjidhje

[.Pérn=1 éshté e vértetél— :i = 1
1 2+1 3
d.m.th. éshté e vértekd1).

. 1 1 k
[I.Supozojmé se vlep— + +..+ =
18 36 (K- 1)(xk+ 1) Xk+

Tregojmé se vienE(k+1) . NéseF(k) i shtojmé ané pér ané
1 m
(2k +1)(2k+ 3)

, d.m.thF(K) .

arrim

1 1 1 1 k 1
—t—+..+

13 35 (k- D@&+ 1) (B+ )&+ 3) B+ 1 (& D@ 3)

k+1 )
=—— , vérejmé qgé éshté e verteté edk&+1) .
Kt 3 jmé q dr@+1)

21+2+ 2+ 2+ .+ 2= 2- = F(n)
Zgjidhje: 1. Pérn=1 kemi 1=2"-1=1; F(1)
I.Supozojmé se vleti+ 2+ 2+ 2+ ..+ 27'= 3 - : F(k). Tregojmé se vlen
F(k+1) . Nése supozimit i shtojmé ané pér &fé fitojme
142+ 2+ 2+ .+ 27"+ 3= %- 1 2= 219 2 - ;Fk+l).
3. 32 +5@2™ =0 (mod 19).
Zgjidhje Nése f (n) = 3*™2 +5[2°™ | atéheré kemi
f(@1)=3°>+5[2*=323=0 (mod 19).
Tregojmé implikacioninf (k) = 0(mod 19)= f(k+1) = O(mod 19).
Meqé f (k +1) = 330" 4 53k = 33 [p%*2 4 5 [p3* [p°
— 27(33n+2 + Sm3n+1) _19[5@3“1
=27f (k) —95[2%*
Tani f(k+1) = 0 (mod 19) sepse anétaéd7[ f (k p)otépjesétohet me 19
sipas supozimit , kurse éshté e garté se an®&IR2>** plotépjesétohet me

19, pra implikacioni éshté i vérteté.
Me induksion matematikor tregoni vertetesine e idawe

4. 102+2[B+3@+...+n(n+1) :W

1+2+2%+.. 42" =2" -1,

3" —1=0(mod8)

2">n® p[r n=5

2°™ —9n® +3n-2=0(mod54) .
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1O.f+23+3“h"+n3=PK%;g}.



